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ABSTRAK

Artikel ini membahas tentang ketaksamaan sinus dan cosinus pada sudut-sudut se-
gitiga. Ketaksamaan ini meliputi ketaksamaan jumlahan sinus pada segitiga, ketak-
samaan jumlahan sinus setengah sudut-sudut pada segitiga, ketaksamaan jumlahan
cosinus pada segitiga, serta ketaksamaan perkalian cosinus yang berlaku pada seba-
rang segitiga. Sinus merupakan perbandingan sisi yang menghadap sudut dengan si-
si miring pada segitiga, dan cosinus merupakan perbandingan sisi yang bersebela-
han dengan sudut dengan sisi miring/hipotenusa segitiga. Selain itu, juga digunakan
aturan sinus dan cosinus, konsep segitiga meliputi jejari lingkaran dalam dan ling-
karan luar segitiga, serta ketaksamaan rata-rata aritmatika dan geometri. Dengan
menggunakan konsep-konsep segitiga dan sinus—cosinus tersebut, dapat diperoleh
ketaksamaan cosinus yang berlaku pada segitiga. Dari ketaksamaan cosinus terse-
but, dapat ditentukan generalisasi ketaksamaan jumlahan cosinus dan generalisasi
ketaksamaan perkalian cosinus yang berlaku pada sebarang segitiga.
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ABSTRACT

This article discusses the inequalities of sine and cosine of the angles of triangle. These
inequalities include the inequalities of the sum of the sine of a triangle, the inequalities
of the sum of sine of half the angles of the a triangle, the inequalities of the sum of the
cosine in triangle, and the multiplication inequalitis of cosine that apply to any trian-
gle. Sine is the ratio of the side opposite the angle to the hypotenuse of the triangle, and
cosine is the ratio of the side opposite the angle to the hypotenuse of the triangle. In
addition, the rules of sine and cosine are also used, the concept of a triangle includes
the radius of the inner circle and outer circle of a triangle, as well as arithmatic and
geometric mean inequalities. By using the concepts of triangles and sine-cosines, we
can get the cosine inequalities that apply to triangels. From the cosine inequality, it can
be determined the generalization of the cosine sum inequality and the generalization of
the cosine multiplication inequality thet applies to any triangle.

Key words: inequality, cosine, triangle

Pendahuluan

Geometri merupakan cabang matematika yang mempelajari tentang pengukuran,
bentuk-bentuk benda, baik bentuk benda alam maupun bentuk bangunan. Geome-
tri merupakan salah satu bagian matematika yang sering ditemui dalam kehidupan
sehari-hari. Sehingga sejak kecil anak anak sudah belajar mengenal bentuk-bentuk
Geometri (Putri et al,, 2020). Kumpulan titik-titik membentuk garis. Jika terdapat
tiga garis yang tiap ujungnya saling bertemu sehingga membentuk sebuah bangun,
maka bangun tersebut dinamakan segitiga. Segitiga merupakan bangun paling se-
derhana dari geometri. Segitiga dapat dimanfaatkan dalam menentukan panjang
jari-jari lingkaran (Surlina et al., 2018). Ada banyak hal yang dapat dipelajari pada
bidang segitiga, seperti garis-garis istimewa pada segitiga dan sudut-sudut segitiga
(Kamariah, 2015). Selanjutnya daerah yang terbentuk dari pertemuan dua garis
dinamakan sudut. Pada sebuah segitiga didapat tiga sudut seperti pada gambar
berikut.

a

Gambar 1. Segitiga ABC (Ayres, 1954)
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Berdasarkan gambar 1, diperoleh aturan sinus dan cosinus dengan menggunakan
hukum Pythagoras yaitu

b2+c%2-q?

cosa = b (1)
a%+c%-p?

cosp = T ae (2)
a?+b%2—c?

COSy = BT (3)

yang selanjutnya disebut aturan cosinus untuk sebarang segitiga (Hoehn, 2013).
Serta bentuk

sina __ sinf _ siny
a b ¢ (4)

selanjutnya disebut aturan Sinus untuk sebarang segitiga (Coghetto, 2014).
Jika diberikan garis bagi sudut sehingga membagi dua sudut sama besar, maka di-
Y T

B+_:E‘ dengan «, B,y merupakan su-

peroleh 0<% 8 Y < B
2 2 2 2 2

B

dan 2+
2
dut-sudut pada segitiga.

A

b b
P ‘«Q\ C

a

B

Gambar 2. Sudut Setengah

Dengan menggunakan aturan sinus dua sudut dan aturan cosinus (Conway & Ryba,
2016), maka dapat diperoleh nilai sinus setengah sudut, yaitu

. (a\ _ |(s—c)(s—b)
sin(§) =[S (5)
. (B _ [(s—a)(s—c)
sin(£) = (&9 (6)
. (V) — [(s—a)(s—b)
sin(2) = [-e-t) 7)

dengan s menyatakan keliling pada segitiga (Chauvenet, 1887).
Selanjutnya, diperoleh nilai cosinus setengah sudut sebagai berikut
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cos (%) s(s a) (8)
cos (é) = s(s b) 9)
o ) = 3 @

Dengan s menyatakan keliling segitiga (Chauvenet, 1887).

Metode Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian kualitatif, dengan mengkaji pustaka suatu teo-
ri yang dikembangkan sehingga memunculkan generalisasi dari teori tersebut,
yaitu generalisasi ketaksamaan cosinus pada sebarang segitiga. Untuk menda-
patkan generalisasi dari ketaksamaan cosinus pada sebarang segitiga dilakukan
beberapa langkah, yaitu : (1) mempelajari konsep trigonometri meliputi definisi
sinus dan cosinus serta aturan sinus dan cosinus; (2) mengkaji/mempelajari kon-
sep segitiga diantaranya hubungan jejari lingkaran dalam segitiga dengan sisi - sisi
segitiga, dan hubungan jejari lingkaran luar segitiga dengan jejari lingkaran dalam
segitiga, serta hubungan jejari tersebut dengan luas segitiga; (3) mengkaji ketak-
samaan rata-rata aritmatika dan geometri; (4) mengkaji ketaksamaan sinus dan
cosinus pada segitiga; (5) menentukan generalisasi dari ketaksamaan cosinus yang
berlaku pada segitiga dan dibuktikan kebenarannya.

Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan definisi sinus dan cosinus diatas, maka diperoleh beberapa ketaksa-
man trigonometri, khususnya ketaksamaan sinus dan cosinus pada segitiga yang
tertuang pada beberapa teorema berikut.

Teorema 1. Diketahui O<a,f,y<m dan a+f+y=m, berlaku 0<

sm( )sm (ﬁ) sm( ) < 1/8 (Bottema, 1969).

Bukti. Dengan definisi sinus setengah sudut segitiga, diperoleh

sm( )sm(ﬁ) sm( ) (s=a)(s—b)(s=c) _ _L* (1)

abc sabc

dengan L menyatakan luas pada sebarang segitiga, dan s menyatakan keliling
pada sebarang segitiga. Dengan menggunakan jejari lingkaran luar dan lingkaran
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dalam segitiga, yaitu R = C:—b: dan r = % R merupakan jejari lingkaran luar se-

gitiga dan r dinotasikan sebagai jejari lingkaran dalam segitiga (Gonz, 2012;
Josefsson, 2011), maka

sin( )sm(ﬁ)sm()—%zé (12)
Karena R = 2r (Nhi, 2013), maka diperoleh

sin( )sm (ﬁ)sm( ) < 1/8 (13)
Selanjutnya karena «, B,y > 0, sehingga mengakibatkan

sin( )sm(ﬁ)sm()>0 a4
Teorema 2. Diketahui O<a,B,y<m dan a+pf+y=m, berlaku % <

sin? (2) + sin? (ﬁ) + sin? ( ) < 1 (Bottema, 1969).

Bukti. Dengan menggunakan identitas trigonometri (Sundstrom, Ted and Schlicker,
2021), diperoleh

sin? (2) + sin? ([2;) + sin? (g) =1- (cos2 (%) — sin? (g) — sin? (g)) (15)

Diperhatikan bahwa cos?2 (%) —sin? (g) —sin? (g) = % - (cos a + cos B) — sin? (g)

(Gresham et al., 2019).
Dengan menggunakan definisi cosinus dua sudut (Beveridge, 2014), maka

%(cosa + cos 3) — sin? (2) = cos( zﬁ) cos( zﬁ) sin? (g)

=2-sin( )sm(ﬁ)sm() (16)

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 1, diperoleh

3

2 2 (B 2
;S < sin (2) +sin (2) +sin (2) <1 Y] |
Teorema 3. Diketahui O < a,B,y <m dan a+p +y =m, berlaku 1 <cosa +

cosf +cosy < 3/2 (Bottema, 1969).

Bukti. Diperhatikan bahwa cosa +cosf +cosy = —2- (sm2 ( ) + sin? ([2;) +
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sin? (%)) + 3 (Annaby & Hassan, 2018).
Dengan menggunakan Teorema 2, diperoleh
(sinz (%) +sin? (8) + sin? (X 3
1<-2 (sm2 (2) + sin? (2) + sin? (2)) +3<°/, ¢E)) |
Teorema 4. Diketahui O<a,f,y<m dan a+pB+y=m, berlaku 0<
COSa COS B Cosy < 1/8 (Bottema, 1969).

Bukti. Misalkan x =cosa, y=cosfB, dan z=cosy, dengan 0 <a, B,y <.
Berdasarkan ketaksamaan rerata aritmatika-geometri (Zou & Jiang, 2015), didapat

(cos a+cos f+cosy

3
3 ) = COS @ COS f cosy (19)

Selanjutnya dengan memanfaatkan Teorema 3, diperoleh
CoOS @ coS S Cosy < 1/8 els)] |

Teorema 5. Diketahui 0 < a,B,y <m dan a+ B +y =, berlaku (cosa)?" +

3
22"

(cos B)?" + (cosy)?" = padasetiap n bilangan asli.

Bukti. Dengan memakai teknik induksi matematika,
(i) Misalkan untuk n =1, diperoleh cos? a + cos? B +cos?y = —(sina +

sin? B +siny) +3 > 3/4.

(ii) Diasumsikan benar untuk n =k, maka (cos a)?* + (cos ,B)Zk + (cos y)zk >
3
(2)2"

(iii) Lebih lanjut, dibuktikan benar pada n =k + 1, berlaku (cosa)2k+1+

(COS ﬁ)2k+1 + (COS ]/)Zk+1 > 3

(2)2k+1'
2
Diketahui bahwa (cos @)?™" + (cos B)2*" + (cosy)¥*" = (coszk a) +

2 2
k k . k k k
(cos2 ,8) +(cos2 y) . Misalkan a =cos? a, b =cos? f, ¢ =cos? y, den-

gan 0 < a, B,y < m. Dengan memanfaatkan ketaksamaan dari kuadrat jumlahan
panjang sisi segitiga (Mineno et al., 2012), diperoleh

(coszk a)z + (coszk ,8)2 + (coszk J/)z > (2)2% enm

Teorema 6. Diketahui O < a,B8,y <m dan a+ g +y =m, sehingga berlaku
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cos( )+cos(ﬁ)+cos( <% 2+\/2+\/ V2+1 untuk setiap n bi-

angka 2 sebanyak n suku

langan bulat tak negatif.

Bukti. Dengan menggunakan induksi matematika,

(i) Untuk n = 0, telah terbukti benar pada teorema 3

(if) Diasumsikan benar untuk n =k, maka cos( ) + cos (ﬁ) + cos( ) < %

2+\/2+\/ﬁ,

angka 2 sebanyak k suku

(iii) Selanjutnya akan diuji kebenaran untuk n =k + 1, berlaku cos( k+1) +

COS( B

2k+1)+cos(k+1 S% 2+\/2+\/ V2+1

angka 2 sebanyak k+1 suku

Diketahui bahwa

cos (2k+1) COS( ,fil) cos (2k+1):\/1+C°S(—k)+\/1+cos(zﬁk)+JHCOS(Y) o

2 2

i 1+coszik 1+c052£k 1+coszlk
Misalkan x = T V= o 2= S Dengan memanfaatkan ke-

taksamaan dari kuadrat jumlahan panjang sisi pada segitiga, diperoleh

R T N v
\/ 22 +\/ 22 + 22 SE 24 (24 -+2+1 (23)

angka 2 sebanyak k+1 suku

untuk setiap n bilangan bulat tak negatif. u
Teorema 7. Diketahui

O<apf,y<m dan a+B+y=m ,

( 2+ /2+ 241 >
cos( )cos(ﬁ)cos (zin)s mgrazeauarn Rt untuk setiap n bilangan bulat

berlaku

3
2
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tak negatif.
Bukti. Dengan menggunakan induksi matematika,
(i) Untuk n = 0, telah dibuktikan benar pada Teorema 4.

(if) Diasumsikan benar untuk n =k, maka cos (;ik) cos (zﬁk) Ccos (Z’/—k) <

( 2+ 242 L >2

—_—
angka 2 sebanyak k suku
8

(iii) Lebih lanjut, akan dibuktikan kebenaran untuk n =k+ 1, berlaku

3

[ —
angka 2 sebanyak k+1 suku
8

cos (=%-) cos (=£-) cos (-
2k+1 2k+1 2k+1

B — 14
2k+1’ z = C0s 2k+1’

Misalkan x = cos % Y = CO0S Dengan memanfaatkan ketak-

samaan rerata aritmatika-geometri (Mineno et al., 2012), diperoleh
3

cos( 2 )cos( B )cos( Y ) < <Cos(ﬁ)+cos(zk%)+cos(#)> (24)

2k+1 2k+1 2k+1 3

Berdasarkan Teorema 7, diperoleh

3
2 24+ |24+ +
-
angka 2 sebanyak k+1 suku

a B 14
cos (W) cos (2 k+1) cos (W) <

(25m

3

R

Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat diperoleh ketaksamaan cosinus su-
dut-sudut segitiga sebagai berikut.

1. 1<cosa+cosﬁ+cosy£3/2

2. 0 <cosacosfcosy < 1/8

dengan «a, B,y menyatakan sudut-sudut segitiga.
Selanjutnya dari kedua ketaksamaan di atas dapat diperluas/digeneralisasi menja-
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di:
3

1. (cos @)?" + (cos B)?" + (cosy)?" = 7

2. cos(%)+cos(2£n)+cos(zln)§§- 2+\/2+x/---+\/m

angka 2 sebanyak n suku

( 24 /2+\/~~~+\/m >2

i ﬁ L angka 2 sebanyak n suku
3. cos (zn) cos (zn) cos (zn) < 5 )

untuk setiap n bilangan asli.
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